SUR LA DYNAMIQUE DE L’ELECTRON;

Par M. H. Poincaré (Paris).

Adunanza del 23 luglio 1905.

INTRODUCTION.

Il semble au premier abord que Paberration de la lumitre et les phénomeénes
optiques et électriques qui s’y rattachent vont nous fournir un moyen de déterminer
le mouvement absolu de la Terre, ou plutét son mouvement, non par rapport aux
autres astres, mais par rapport & I’éther. FresNEL lavait déji tenté, mais il reconnut
bientdt que le mouvement de la Terre n’altére pas les lois de la réfraction et de la
réflexion. Les expériences analogues, comme celle de la lunette pleine d’eau et toutes
celles ot on ne tient compte que des termes du 1* ordre par rapport a I'aberration,
ne donnérent non plus que des résultats négatifs; on en découvrit bientét Uexplication;
mais MICHELSON, ayant imaginé une expérience ol les termes dépendant du carré de
Paberration devenaient sensibles, échoua & son tour.

Il semble que cette impossibilit¢ de mettre en évidence expérimentalement le mou-
vement absolu de la Terre soit une loi générale de la Nature; nous sommes naturel-
lement portés 4 admettre cette loi, que nous appellerons le Postulat de Relativité et 4
I'admettre sans restriction. Que ce postulat, jusqu’ici d’accord avec I'expérience, doive
étre confirmé ou infirmé plus tard par des expériences plus précises, il est en tout
cas intéressant de voir quelles en peuvent étre les conséquences.

Une explication a été proposte par LorenTz et Frrz GERALD, qui ont introduit
Phypothése d’une contraction subie par tous les corps dans le sens du mouvement de
la Terre et proportionnelle au carré de I'aberration ; cette contraction, que nous appel-
lerons la contraction lorentzienne, rendrait compte de Pexpérience de MicHELSON et de
toutes celles qui ont été réalisées jusqu’ici. L’hypothése deviendrait insuffisante, toutefois,
si on voulait admettre dans toute sa généralité le postulat de relativite.

LorenTz a cherché alors & la compléter et 4 la modifier de fagon 4 la mettre en
concordance parfaite avec ce postulat. C’est ce qu’il a réussi 4 faire dans son article
intitulé Electromagnetic phenomena in a system moving with any wvelocity smaller than
that of light (Proceedings de I'Académie d’Amsterdam, 27 mai 1904).

L’'importance de la question m’a déterminé & la reprendre; les résultats que jai
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obtenus sont d’accord avec ceux de M. LoreNTz sur tous les points impOITants; jal
bt seulement conduit 4 les modifier et 4 les compléter dans quelques points de détail;
on verra plus loin les différences qui sont d’une importance secondaire-

I’idée de LorENTZz peut se résumer ainsi: si on peut, sans qu’aucun des phéno-
meénes apparents soit modifié, imprimer 4 tout le systéme une translation commune,
Cest que les équations d’un milieu électromagnétique ne sont pas altérées par certancs
transformations, que nous appellerons transformations de LorenTz; deux systémes, 'un
immobile, autre en translation, deviennent ainsi I'image exacte 'un de I’autre.

LANGEVIN *) avait cherché & modifier I'idée de LorENTZ; pour les deux auteurs, Ié-
lectron en mouvement prend la forme d’un ellipsoide aplati, mais pour L.ORENTZ deux
des axes de Pellipsoide demeurent constants, pour LANGEVIN au contraire c’est le volume
de Pellipsoide qui demeure constant. Les deux savants ont d’ailleurs montré que ces
deux hypothéses s’accordent avec les expériences de KaUrmanw, aussi bien que I'’hypo-
thése primitive d’ABraHAM (électron sphérique indéformable).

L’avantage de la théorie de LanGEVIN, c’est qu'elle ne fait intervenir que les forces
&lectromagnétiques et les forces de liaison; mais elle est incompatible avec le postulat
de relativité; Cest ce que LORENTZ avait montré, c’est ce que je retrouve i mon tour
par une autre voie en faisant appel aux principes de la théorie des groupes.

Il faut donc en revenir 4 la théorie de LorENTZ; mais si 'on veut la conserver
et éviter d’intolérables contradictions, il faut supposer une force spéciale qui explique
3 la fois la contraction et la constance de deux des axes. J'ai cherché & déterminer
cette force, jai trouvé qu’elle peut étre assimilée & une pression extérienre consiante,
agissant sur Pélectron déformable et compressible, et dont le travail est proportionnel aux
variations du volume de cet électron.

Si alors 'inertie de la matiére était exclusivement d’origine ¢lectromagnétique, comme
on Padmet généralement depuis I'expérience de KAUFMANN, et qu'd part cette pression
constante dont je viens de parler, toutes les forces soient d’origine électromagndétique,
le postulat de relativité peut étre établi en toute rigueur. C’est ce que je montre par
un calcul trés simple fondé sur le principe de moindre action.

Mais ce n’est pas tout. LorENTz, dans Pouvrage cité, a jugé nécessaire de com-
pléter son hypothese de fagon 4 ce que le postulat subsiste quand il y a d”autres forces
que les forces électromagnétiques. D’aprés lui, toutes les forces, quelle qu’en soit lori-
gine, sont affectées par la transformation de LorenTz (et par conséquent par une trans-
lation) de la méme maniére que les forces électromagnétiques.

Il importait d’examiner cette hypotheése de plus prés et en particulier de rechercher
quelles modifications elle nous obligerait & apporter aux lois de la gravitation.

On trouve d’abord qu’elle nous force 4 supposer que la propagation de la gravi-

*) LANGEVIN avait été devancé par M. Bucherer de Bonn, qui a émis avant lui la mome idée.
(Voir: BUCHERER, Mathematische Einfibrung in die Elektronentheorie; aott 1904. Teubner, Leipzig).
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tation n’est pas instantanée, mais se fait avec la vitesse de la lumitre. On pourrait
croire que c’est une raison suffisante pour rejeter 'hypothése, LapLACE ayant démontré
quil ne peut en é&tre ainsi. Mais en réalité, leffet de cette propagation est compensé,
en grande partie, par une cause différente, de sorte qu’il n’y a plus contradiction entre
la loi proposée et les observations astronomiques.

Etaitil possible de trouver une loi, qui satisfit 4 la condition imposée par LorenTzZ,
et qui en méme temps se réduisit 2 la loi de NEwTON toutes les fois que les vitesses
des astres sont assez petites pour qu’on puisse négliger leurs carrés (ainsi que le pro-
duit des accélerations par les distances) devant le carré de la vitesse de la Lumiére?

A cette question, ainsi qu’on le verra plus loin, on doit répondre affirmativement.

La loi ainsi modifiée est-elle compatible avec les observations astronomiques?

A premictre vue, il semble que oui, mais la question ne pourra étre tranchée que
par une discussien approfondie.

Mais en admettant méme que cette discussion tourne 4 l'avantage de la nouvelle
hypothése, que devrons-nous conclure? Si la propagation de lattraction se fait avec la
vitesse de la lumiere, cela ne peut étre par une rencontre fortuite, cela doit étre parce
que c’est une fonction de I’éther; et alors il faudra chercher & pénétrer la nature de
cette fonction, et la rattacher aux autres fonctions du fluide.

Nous ne pouvons nous contenter de formules simplement juxtaposées et qui ne
s’accorderaient que par un hasard heurecux; il faut que ces formules arrivent pour
ainsi dire 4 se pénétrer mutuellement. L’esprit ne sera satisfait que quand il croira
apercevoir la raison de cet accord, au point d’avoir l'illusion qu’il aurait pu le prévoir.

Mais la question peut encore se présenter 4 un autre point de vue, qu’une com-
paraison fera mieux comprendre. Supposons un astronome antérieur 2 COPERNIC et ré-
fléchissant sur le systtme de ProrEmtk; il remarquera que pour toutes les planétes,
un des deux cercles, épicycle ou déférent, est parcouru dans le méme temps. Cela ne
peut &tre par hasard, il y a donc entre toutes les planttes je ne sais quel lien mysté-
rieux.

Mais CopERNIC, en changeant simplement les axes de coordonnées regardés comme
fixes, fait évanouir cette apparence; chaque planéte ne décrit plus qu’un seul cercle et
les durées des révolutions deviennent indépendantes (jusqud ce que KEPLER rétablisse
entre elles le lien qu’on avait cru détruit).

Ici il est possible quil y ait quelque chose d’analogue; si nous admettions le po-
stulat dc relativité, nous trouverions dans la loi de gravitation et dans les lois électro-
magnétiques un nombre commun qui serait la vitesse de la lumiére; et nous le re-
rrouverions encore dans toutes les autres forces d’origine quelconque, ce qui ne pourrait
s'expliquer que de deux maniéres:

Ou bien il n’y aurait rien au monde qui ne fit d’origine électromagnétique.

Ou bien cette partic qui serait pour ainsi dire commune A tous les phénomeénes
physiques ne serait qu'unc apparence, quelque chose qui tiendrait 4 nos méthodes de
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mesure. Comment faisons-nous nos mesures? En trasportant, les uns sur les autres,
des objets regardés comme des solides invariables, répondra-t-on d'abord; muais cela
n'est plus vrai dans la théorie actuclle, si lon admet la contraction lorentzienne. Dans
cette théorie, deux longueurs égales, ce sont, par définition, deux longueurs que la
lumitre met le méme temps & parcourir.

Peut-6tre suffirait-il de renoncer 4 cette définition, pour que la théorie de Lorentz
fat aussi complétement bouleversée que Pa ¢l le systtme de Provtimie par Iinter-
vention de Copernic. Si cela arrive un jour, cela ne prouvera pas que leffort fait par
LoRENTZ ait été inutile; car ProniMée, quoi qu'on en pense, n'a pas été inutile 3
COPERNIC.

Aussi n’ai-je pas hésité 4 publier ces quelques résultats partiels, bien qu'en ce mo-
ment méme la théorie entiére puisse scmbler mise en danger par la découverte des
rayons magnétocathodiques. .

§ 1. — Transformation de Lorentz.

LorenTz a adopté un systéme particulier d’unités, de fagon & faire disparaitre
les facteurs 4w dans les formules. Je ferai de méme, et de plus je choisirai les unités
de longueur et de temps de telle fagon que la vitesse de la lumiére soit égale & 1.
Dans ces conditions les formules fondamentales deviennent, en appelant f, g, b le dé&
placement électrique, «, ¥, y la force magnétique, F, G, H le potenticl vecteur, § le
potentiel scalaire, p la densité dectrique, &, w, § la vitesse de DPélectron, u, v, w le

courant :
_daf |, __dy _d¢ _dH dG . dF dy
e R L R LIV A T 12
de _dg db 4 -dpk df  dy , <dF
0 4= J?2?+iﬁm”»imm%;%%i%m%

mmA e = —n [F=—¢k

Un élément de matitre de volume dxdydz, subit une force mécanique dont les
composantes Xdxdydz, Ydxdydz, Zdxdydz se déduisent de la formule :

) X =of +ony — L8)

Ces équations sont susceptibles d’'unc transformation remarquable découverte par Lo
RENTZ et qui doit son intérét & ce qu'elle explique pourquoi aucune expiricnce n'est
susceptible de nous faire connaitre le mouvement absolu de 'univers, Posons :

(3) &' = kl(k‘. -+~ El}, ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ éz!(# w%« @5&}, jﬁ” wr ﬁg,’, ;,,;‘*‘;f* f%

I et e érant deux constantes qu@:kcmqmm et érant
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Si alors nous posons :
i dz dz
=25 g

=0k
Considérons une sphére entrainée avec l'dlectron dans un mouvement de translation
uniforme et soit :

il viendra:

(x—Ey + (@ —nt)+G—Cy=r
Péquation de cette sphére mobile dont le volume sera ~‘;‘—1i-r’.

La transformation la changera en un ellipsoide, dont il est aisé de trouver I’é-
quation. On déduit aisément en effet des équations (3):

ig k ' ' k ' ’
6™ x=G —et), =7 —ex), y =2 g =2

L’¢quation de lellipsoide devient ainsi:
B —et! —Et Febx'Y +(y —ankt' +nkex'y 4 (R — Lkt +Ckex') =1,
Cet ellipsoide se déplace avec un mouvement uniforme; pour # =o, il se réduit 3
Ea(r 42 4+ (3 Fnkex) -+ R+ Chex) = I*r?
et a pour volume:

AP
3 k(x4 &¢)

Si on veut que la charge d’un électron ne soit pas altérée par la transformation
et si I'on appelle p’ la nouvelle densit¢ électrique, il viendra :

k
4) o' =7 (p+ep8)
Que seront maintenant les nouvelles vitesses §', »', {’; on devra avoir:

o dx 4Gt _ B

T dt wd(i—-’—sx)mx—}-ag ’
o4y dy _ m G S
TTAY T kd(t Fex) k(1 —{—eE)’ k(x +eE)’

d’oli :
. k X I
bis - r . Y . (2 R
4™ s = 13"(?4 +ep)y 0’ = 8 Ps = pC.
Clest ici que je dois signaler pour la premiére fois une divergence avec LoRENTZ.
Lorexntz pose (3 la différence des notations prés) (loco citato, page 813, for-
mules 7 et 8):

¥

‘ I ' » p '
p k»}gp& 3;: == ka({; + E), v e k'l’;, 2: = kZ:
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On retrouve ainsi les formules :
(B4 k 4 bt I I .
PEZ-];(M-FSP), p'a’ = e 94_—:7;—9(,

mais la valenr de o' differe.
Il importe de remarquer que les formules (4) et (47*) satisfont 4 la condition de

continuité

=
Soit en effet A une quantité indéterminée et D le déterminant fonctionnel de
() AR VIR R A & R
par rapport a ¢, x, y, . On aura:
D=D,~+ D+ DN+ D%+ Dr.

avec D, =1, D, = -]—- dePE

Soit A" = I*}, nous voyons que les 4 fonctions
bi 5 -
(5 15) ¢ + A’P,7 x! + )‘,P,E’; y/ + 7\’9’7),, :(/ _+_ £ PIZI
sont lites aux fonctions (5) par les mémes relations linaires que les variables anciennes
aux variables nouvelles. Si donc on désigne par D' le déterminant fonctionnel des
fonctions (5°*) par rapport aux variables nouvelles, on aura:
- T ' /) AN/

D'=D, D =D,~+ DN+ -4 DN,

d’ou:

r ! — d d ,£’
Do:Do::I, Dl-:;.l szomdi,+zwwgw;-. C. Q F. D.

Avec hypothése de Lorentz, cette condition ne serait pas remplie, puisque g’ n'a

pas la méme valeur.
Nous définirons les nouveaux potentiels, vecteur et scalaire, de facon 4 satisfaire

aux conditions
© T¥=—p¢, [IF=—¢F

Nous tirerons ensuite de ld

] 7] k ! ! ‘
() Y=TFWG+eF), F=T@F+e) G=T16 H=I]H

Ces formules different notablement de celles de LorenTz, mais la divergence ne
porte en derniére analyse que sur les définitions.
Nous choisirons les nouveaux champs électrique et magnétique de facon 4 sadi-
sfaire aux équations :
) po_4F _dy L dH G
ar  dx" dy' - d7’
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Il est ais¢ de voir que:
d_-_lf-_d.,__..s-i) 4 k(4 _ 4\ 4 _1d d
dr T 1\ dt dx/)’ 1 "E""")’ dy — Tdy’ dy

et on en conclut:

! / k ' k
f ="7jz’“f7 g "‘Z?"(g*f‘sY); b 277(5“3@);

(9) 5 B
af = % pr = "z“f“(P eh), Y = '75‘(”{ -+ £g).

Ces formules sont identiques 4 celles de LorenTz.

Notre transformation n’altére pas les équations (1). En effet, la condition de con-
tinuité, ainsi que les équations (6) et (8), nous fournissent déjd quelques-unes des équa-
tions (1) (sauf P'accentuation des lettres).

Les équations (6) mpprochées de la condition de continuité donnent :

dF’
(IO) dt"+zd,x

Il reste & ¢rablir que:
t ot e ? ' ] ’
Af L p AU Y dw _dg b cdp
dt ' F dy' dg dt’ dz’  dy"”’ 2 dx' T 7
et Pon voit aistment que ce sont des conséquences nécessaires des équations (6), (8)
et (10).
Nous devons maintenant comparer les forces avant et aprés la transformation.
Soient X, ¥, Z la force avant, et X', ¥, Z' la force aprés la transformation,
toutes deux rapportées 4 'unité de volume. Pour que X' satisfasse aux mémes équa-
tions qu'avant la transformation, on doit avoir:

X'=p'f +o'(n'y — 1)

Y=oy’ 4o (U’ — &'y,

Z'==p'h o (BB — '),
ou, en remplagant toutes les quantités par leurs valeurs (4), (4"*) et (9) ct tenant
compre des ¢quations (2):

I

f oy k .V
P I%M('X + € Z -*\Ea)w

(I I) I ;s Y,
“P I

Si nous représentions par X, Y 7 les composantes de la foree rapportie, non
plus & l'unité de volume, mais & l'unit¢ de charge dectrique de Uclectron, et par X,
Y!, Z7 les mémes quantités aprés la transformation, nous aurions :

Xa == f dony :%ﬁ! X; == 'y — Z’%ﬂ', X=p X; , &= X
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et nous aurions les équations :

,_ k
Xj= - X+ XX,
is (4 I
(Ilb> Yx':—j;-”g—l_y:
) I
Zx:-i?"g?zx

LoRENTZ avait trouvé [4 la difference des notations prés, page 813, formule (10)]:
X, =PX —Pe(n'g’ +T'F),

P, Pe,, ,

(IIter') Yx——TYI+_E~£g7
r ., | e
Z,=5 2+

Avant daller plus loin, il importe de rechercher la cause de cette importante di-
vergence. Elle tient évidemment 4 ce que les formules pour &', w’, L' ne sont pas
les mémes, tandis que les formules pour les champs électriques et magnitiques sont
les mémes.

Si Vinertie des dlectrons est exclusivement dorigine électromagnétique, si de  plus ils
ne sont soumis qu'd des forces dorigine électromagnetique, la condition d’équilibre exige
que on ait & Pintérieur des électrons :

X — Y - Z - O.
Or en vertu des équations (11) ces relations équivalent 4
X =Y =2'=

Les conditions d équilibre des électrons ne sont donc pas altérées par la transformation.

Malheureusement une hypothése aussi simple est inadmissible. Si, en effet, on fmp-
pose & =mn = { = o, les conditions X = ¥ = Z = o entraineraient f =g == b == 0,
et par conséquent Z—~~ =0, clest-d-dire p == 0. On arriverait 4 des résultats analo-
gues dans le cas le plus général. Il faut donc bien admettre qu’il y a outre les forces
électromagnétiques, soit d’autres forces, soit des liaisons. Il faut alors chercher & quelles
conditions doivent satisfaire ces forces ou ces liaisons, pour que I'équilibre des ¢lectrons
ne soit pas troubl¢ par la transformation. Ce sera l'objet d’un paragraphe ultéricur.

§ 2. — Principe de moindre action.

On sait comment LoreENTZ a déduit ses équations du principe de moindre action.
Je reviendrai cependant sur la question, bien que je n’aie rien d’essentiel 2 ajouwr &
Ianalyse de LoreNTz, parce que je préfere la présenter sous une forme un peu diffe-
rente qui me sera utile pour mon objet. Je poserai:

(1) J= fdtdv[ww £2.® Zz:u]
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en supposant que f, «, F, u, etc. sont assujetties aux conditions suivantes et & celles
qu'on en déduirait par symétrie:

(2) SH=p e=fE_L0 f—l—pﬁ
dx ’ dy dz’
Quant a l'intégrale J elle doit étre étendue :

° par rapport & I'¢lément de volume dv = dxdydz, 4 'espace tout entier;

° par rapport au temps #, 4 l'intervalle compris entre les limites ¢t =1¢_, t=1¢_.
D’apres le principe de moindre action, 'intégrale J doit étre un minimum, si 'on
assujettit les diverses quantités qui y figurent :

1° aux conditions (2);

2° 4 la condition que I'état du systéme soit déterminé aux deux époques limites
t=1t,t="t%,.

Cette dernitre condition nous permet de transformer nos intégrales par intégra-
tion par parties par rapport au temps. Si nous avons en effet une intégrale de la

forme IBSC
B
fdthA AN

ot C est unc des quantités qui définissent Détat du systéme et O C sa variation, elle
sera égale (en intégrant par parties par rapport au temps):

fdﬂABsc*wﬁ—-fdth t4 iBsC.

Comme I'état du systéme est déterminé aux deux époques limites, on 2 8C =0
pour t =1t , t =t ; donc la 1%¥¢ intégrale qui se rapporte 4 ces deux époques est
nulle, et la 2% subsiste seule.

Nous pouvons de méme intégrer par parties par rapport i x, y ou gz; nous avons
en effet

iB
fAEa;dxdyd(dtz‘/‘Aded;(dt——fB-a-}dxdyd{dt.

Nos intégrations s’étendant jusqu'd Pinfini, il faut faire x = = o dans la 1*e
intégrale du 2% membre; donc, comme nous supposons toujours que toutes nos fonc-
tions s'annulent & Dinfini, cette intégrale sera nulle et il viendra

fA 4B dt = wadedz

Si le svstéme dtait supposé soumis d des liaisons, il faudrait adjoindre ces con-
ditions de liaison aux conditions imposées aux diverses quantités qui figurent dans Uin-
tegrale J.

Donnons d'abord & F, G, H des accroissements 8 F, 8§ G, ¥ H; d'ou:

. ddH d8G
o = e .

dy dz

Remd. Core. Matom, Paloreso, wmo XX {1906), = Stampato i} 14 dicembre 1905, 18
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On devra avoir
- fdtd'r[Z (dSH dSG) Zuxl‘"]

ou, en intégrant par parties,

3= f dtdv[Z(SGg-g———SH -------- ) ZMSF‘]:W:W f dmzaf( fii )

d’ot, en égalant & zéro le coefficient de Parbitraire S F,

d ap
(3) “S;"z‘g ra

Cette relation nous donne (avec une intégration par parties):

[emm - om0 e [
ou

d’ol enfin : fZF“d'rmfZ““d"‘:
(4) J= fdtd‘v(;wlm - M)

Désormais, et grice & la relation (3), 8/ est indépendant de 8 F et par conséquent
de Sa; faisons varier maintenant les autres variables.
Il vient, en revenant 4 l'expression (1) de ],

S]zfdtdw(Zf%fm > Fiu).

Mais f, g, b sont assujettis & la 1% des conditions (2), de sorte que

dd 7
2 sl =%

et qu’il convient d’¢erire:

(6) 5= [ara=[Sraf— 3 Fau— o (3 3]
— dx ]

Les principes du calcul des variatons nous apprennent que l'on doit faire le caleul
comme si, ¢ étant une fonction arbitraire, &/ &t représentd par Vexpression (6) et
si les variations n'étaient plus assujetties & la condition (5).

Nous avons d’autre part

3
SQW%{ + 858,

d’ol, aprés intégration par parties,

@) 3= fad=Sap(f 45+ 5E) + [ardnhe — X FR0),

Si nous supposons d'abord que les dectrons npe subissent pas de variadon,
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dp = 9p& = o et la seconde intégrale est nulle. Comme 8] doit s’annuler, on doit
avoir :

®) f+E+ P =0

Il reste donc dans le cas général:

(%) SJ:jbwdww—ZFma-

Il reste 4 déterminer les forces qui agissent sur les électrons. Pour cela nous de-
vons supposer qu’on applique 4 chaque élément d’électron une force complémentaire
— Xd~, — Ydr, — Zd~ et écrire que cette force fait équilibre aux forces d’origine
¢lectromagnétique. Soit U, ¥, W les composantes du déplacement de Pélément d-
d’électron, déplacement compté & partir d’une position initiale quelconque. Soient 8 U,
0V, 8 W les variations de ce déplacement; le travail virtuel correspondant de la force

complémentaire sera :
— f Z XdUdr,

de sorte que la condition d’équilibre dont nous venons de parler s’écrira:

(x0) 8]:-/2X8Ud¢dt.

Il s’agit de transformer 3 J. Pour cela commengons par chercher l'équation de
continuité exprimant que la charge d’un électron se conserve par la variation.
Soient x,, y,, %, la position initiale d’un électron. Sa position actuelle sera:

x=x+U y=y+V 1=%+W

Nous introduirons en outre une variable auxiliaire €, qui produira les variations
de nos diverses fonctions, de sorte que, pour une fonction 4 quelconque, on ait:
dd4
de’

Il me sera commode en effet de pouvoir passer de la notation du calcul des va-
riations, 1 celle du caleul différentiel ordinaire, ou inversement.

Nos fonctions pourront étre regardées: 1° soit comme dépendant des cing varia-
bles x, y, 7, 1, &, de telle sorte qu’on reste toujours 4 la méme place quand ¢ et ¢ varient
-seuls: nous désignerons alors leurs dérivées par des d ordinaires; 2° soit comme dépen-
dant des cing variables x_, y,, z,, 4, & de telle sorte qu'on suive toujours un méme
électron quand t et ¢ varient seuls: nous dé¢signerons alors leurs dérivées par des o
ronds. On aura alors:

| . _8U_dU dU _ dx
(1) f= = i g U =5

Désignons maintenant per A le déterminant fonctionnel de x, y, z par rapport 4

0.4 = ¢
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xO [o] 0:
 Jor X 0 (%, ¥, 1)

a(xoﬂ y o? :(o)
Sie x,, 9, %, restant constants nous donnons 4 f un accroissement at, il en
résultera pour x, y, g des accroissements 3%, dy, 7, et pour A un accroissement

OA, et on aura:

Ox=£Edt, dy=mndt, 0Ix=2_,3¢,

d(x+0x, y -+ 9y, z-f—ax)
0 (%55 Yoo (o)

A-}o0A=

d’olt
_l__?_é__‘,__a(x_"‘ax’y"%ay:’(’{"a{) d(x+ &0t y + ot K,“*"{at)

9(x, ¥ ) o(x, ¥, %)

On en déduit: 5 &4 2

I 0A b 19

(x2) T ot dx Tdy Ty

La masse de chaque ¢électron étant invariable, on aura:

dpA
(13) _?O?T = 0,

d’ol:
0 d o] des
R - PR LN §3 M- IR ST

Telles sont les différentes formes de léquamon de continuit¢ en ce qui concerne
la variable . Nous trouvons des formes analogues en ce qui concerne la variable .

Soit :

_oU _or oW
SU._...“é—;'Sﬁ, Syw“‘éTSE’ BW-—--"*éWsm LN

il viendra:
(11°%) yu="2Zse 430l +W‘i§-+swdz

bis I 04 oU opA
(x2™) A de 2 de’  de

. o - dSU “ o d U d d M
(13“ ) SE ? -} 2__ P 0, ai m di ot z%; ;i, % g ? = 0,

On remarquera la différence entre la définition de 3 U = %m; Bz et celle de

3 d + # y & "
dp = ewgm%a; on remarquera que c'est bien certe définition de 8 U qui convient 4 la

formule (10).
Cette dernitre équation va nous permettre de trasformer le 1% terme de (9); nous
trouvons en effet:

dMU

[arasyro=— [ara=y3 Hp=,




Y
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ou, en intégrant par parties,

(14) fdtd'rz[agp:_—fdthZp%gU.

Proposons-nous maintenant de déterminer
_ 2¢8)

Observons que pA ne peut dépendre que de x,, y,, ,; en effet, si 'on considére
un élément d’lectron dont la position initiale est un parallélipipede rectangle dont les
arétes sont dx,, dy,, d%,, la charge de cet élément est

pAdx,dy,dz,
et, cette charge devant demeurer constante, on a:
dpA _ JdpA
(IS) ot — ¢ -
On en déduit:
’pAU _ oU\ o oU
(6 s = s (%) =5 (2 50):
Or on sait que pour une fonction f] quelconque on a, par I’équation de continuité,
1 8AA dAE
A ot +Z
et de méme
oU
xods_dd_ P45
A ds  ds 2 dx
On a donc:
dan d(FSUaU) (FaUa (PGUGW)
1 o ,9U 9t 9t oe Jt J¢ 9t de
(17) ":i‘aa( ar) 5ot ot T %
i oU (auaU aVaU) i awaU)
(17%%) a(&au 5 ot Js (atas +(8t oe
7A8395amdt - dz

Les 2% membres de (17) et (17°%) doxvent étre égaux et, si 'on se souvient que

1ovient:
() | DY) dGEAT) _dAU) { dGDV)  d SU) | dEU
(18) 3z >+‘(w:gyw) p(f’ﬁ{ R )+ (¢ )_{_‘(P“f ), d (vf ).

'I‘mnsft)mwnx maintenant le 2¢ terme de (9); il vient:
f dtd=S F¥pt
e[ 5 AU | 5 pendU) | 5 pdGDU) 5 Y)W 3] ,
— dt - dy —  dz —" dy — dz
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Le second membre devient, par l’intégmtion par parties :

f dtdf[ “ZPSU ZPVJSU ZPCSUdF +3% E,SVdF + > oW ~—-~]

Remarquons maintenant que :

dH G

SedrE =500, meiwd L= ens vl

Si, en effet, dans les deux membres de ces relations, on développe les }:, elles de-
viennent des identités; et souvenons-nous que

dH dF dG dF

T-r=—b =

dx  dz dx dy

le second membre en question devmndra :

fdtdfr[-— S UL £ 3 eymdU — 3 put U:I

de sorte que finalement:

3] = fdtdr psv( L -}-—{52:"-711) /dterpSU(”f'+ﬁtm‘{w).
En égalant le coefficient de 3 U dans les deux membres de (10) il vient:

X=f—Bl+yn

C’est I'équation (2) du § précédent.
§ 8. — La transformation de Lorentz et le principe de moinidre action.

Voyons si le principe de moindre action nous donne la raison du succeés de la
transformation de LorenTtz. Il faut d’abord voir ce que cette transformaton fait de

Iintégrale:
fmfdtd-c(%ﬁ — Z;‘)

dt'd~" = I'dtdr,

car x'y y', ¢’y ' sont liés & &y y, z, t par des relations linéaires dont le déterminant
est égal & M5 il vient ensuite:

(1) 4 zfu = A0 B ) 2B e(gy — bB)
1Y = R )+ RO B+ 2 e gy — bB)
(formules ¢ du § 1), d'ou:
MES = Ya) =3 =X

(formule 4 du § 2).
Nous trouvons d’abord
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de sorte que si l'on pose:

T ::fdt’dv’ (sz,, _ Z“'z),

2

il vient:
J'=17

Il faut toutefois, pour que cette égalité soit justifite, que les limites d’intégration
soient les mémes; jusquici nous avons admis que f variait depuis #, jusqu’d ¢, et x,
¥, z depuis — oo jusqu’a oo, A ce compte les limites d’intégration scraient altérées
par la transformation de LoreNTz; mais rien ne nous empéche de supposer £, = — oo,
t, = -} o0; avec ces conditions les limites sont les mémes pour J et pour J.

Nous avons alors 4 comparer les deux équations suivantes analogues 4 I’équation

(10) du § 2:
ij-——fZXSUdm-dt

3] = —fZX'SU'd«:'dt’.

Pour cela, il faut d’abord comparer U’ & 8 U.
Consid¢rons un électron dont les coordonnées initiales sont x_, y,, z,; ses coor-
données i l'instant ¢, seront

x::xa+U7 y:yo+lf7 (:(O—{-I’V.

Si on considére '¢lectron correspondant aprés la transformation de Lorentz, il
aura pour coordonnées

' =Fkl(x4c¢t), y=ly, 2z =Ig
=24+ U, y=y+V, I=t+W;
mais il n’atteindra ces coordonnées qu'a linstant
= kI(t + ex).

Si nous faisons subir 4 nos variables des variations 8 U, 87, 8 et que nous
donnions en méme temps & ¢ un accroissement df, les coordonnées x, y, z subiront
un accroissement total

%mXU-}-iSt, Xym%V+n3i, Sz_mXW—-{—CSt
Nous aurons de méme:
Bat o MU ERE, Ny =3P ¥, M =3 LNy
et en vertn de la transtormation de LorenTZ
Sx' == k(8 x - ed1), Sy’ =18y, 37" == I8z, St == kt(3t+zr‘\>.\:),

d’oli, en supposant 8¢ = 0, les relations:
Sx =AU - B = kIS U,

y' o= § P ﬂ+~ 28 == 18 V,

&

3
3¢ = kled U.

(2)

ou

i
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Remarquons que
b — £+« _ n .
1+ §e’ k(1 Ee)’
il viendra, en remplagant ¢ par sa valeur,
I AU =30 (1 4 E¢) + E + ) k1ed T,
I(x + Ee)3V:3V’(I +ce) - nles U.

Si nous nous rappelons la définition de %, nous tirerons de la:

SU = -]-;-»~8U'+—-]?~5€8U’,

| SV—_—:_%SV'—}-E; SU,
et de méme
I ke
SW..-;TSW’+ —T-CSU’;
d’ott

(3) S XSU=— (kXSU'+Y8V'+Z>;W')+ *3U'Y XE.

Or, en vertu des équauons (2) on doit avoir:

. . 3
/4 ! ! [ — 7 —_— NS ¢ t
f};xswm = [ X X3 Vddr= f}_XbUdt d.
En remplagant Z_X U par sa valeur (3) et identiﬁant, il vient:
I
, 7 4 i,
X' = 15 X—,L- E ZA,, V= —-z;w Y, Z'= i Z.

Ce sont les équations (11) du § 1. Le principe de moindre action nous conduit
donc au méme résultat que lanalyse du § 1.

Si nous nous reportons aux formules (1), nous voyons que > ff— > 2 nlest
pas altérée par la transformation de Lorkntz, sauf un facteur constant; il n’en est pas
de méme de Pexpression » f* - > ' qui figure dans Pénergie. Si nous nous bor-
nons au cas ol & est assez petit pour quon en puisse négliger le carré de sorwe que
k=1 et si nous supposons aussi / == I, nous trouvons:

D=2 4 2e(gy — b)),
N Do == P et 25(gy — bE),
ou, par addition,
S et =2 f 4 2wt sy — BB
§ 4. — Le Groupe de Lorentz.

Il importe dc remarquer que les transformations de LorenTz forment un groupe.
Si l'on pose en effer:

X =kl(x4et), y=ly =l =k} sx),
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et d’autre part
1] — k/lr (xl + E’t'), yu — ltyl’ K// — ll :(r, t“ — k/ ll (tr + 8r xr)’
avec
k—z — 1 — sa’ kl.—z — I —— B'l
il viendra:
C=R(xd e, =0Ty, =1z, =R (e ),

avec

I

E" — ﬁmtﬁm ln — ll/’ krl — kk’(l + ESI) R I .

L~} ee”’ Y1 —¢c"

Si nous donnons & ] la valeur 1, que nous supposions ¢ infiniment petit,

d=x4dx Y=y, =z+3 =143
il viendra:
3x=st, 3y:8(:0, 0t =ex.

Cest 14 la transformation infinitésimale génératrice du groupe, que jappellerai la
transformation T, et qui d’aprés la notation de Lix peut sécerire

dy do
TR VL4
dx + d
Si nous supposons € = 0 et I = 1 -} 8], nous trouverions au contraire

Sxmxgl, Symysl, 3(2(81, StmtSZ

et nous aurions une autre transformation infinitésimale 7, du groupe (3 supposer que
I ct ¢ soient regardés comme des variables indépendantes) et on aurait avec la nota-
tion de Lie:

T,= 552 55t 252 + 15

Mais on pourrait faire jouer 4 [axe des y ou é celui des z le réle particulier que
nous avons fait jouer 4 Paxe des x; on aurait ainsi deux autres transformations infi-
nitésimales :

me+v

T = tdi n*-{di’

qui n'altéreraient pas non plus les équations de LorenTz.
On peut former les combinaisons imaginées par Lik, telles que

dw dﬂf’
T T = x4y = vy

mais i est ais¢ de veir que cete wansformation équivaut 3 un changement d'axes de
coordonnées, les axes tournant J'un angle tres petit autour Je Pase des g0 Nous ne

Bomd, Corn. Matom. Paberms, somo KR (i)~ Stampato b 14 dembie sg0g. ¥y



146 H. POINCARE.

"

devons donc pas nous étonner si un pareil changement n’altére pas la forme des équa-
tions de LorenTz, évidemment indépendantes du choix des axes.

Nous sommes donc amenés 3 envisager un groupe continu que nous appcllemns
le groupe de LorENTZ et qui admettra comme transformations infinitésimales :

1° la transformation T, qui sera permutable i toutes les autres ;

2° les trois transformations T,, T,, T;

3° les trois rotations [T, T}, [T,, T,}, [T, T}

Une transformation quelconque de ce groupe pourra toujours sc décomposer en
une transformation de la forme:

=1z, y=ly, g =Iz =1t
et une transformation linéaire qui n’altére pas la forme quadratique
R
Nous pouvons encore engendrer notre groupe d’une autre maniére. Toute trans
formation du groupe pourra étre regardée comme une transformation de la forme:

(1) x' = kl(x i), y =1y, 7= Iz, V= kI(t + ex)
préctdée et suivie d’une rotation convenable.

~ Mais pour notre objet, nous ne devons consid¢rer qu’une partic des transformations
de ce groupe; nous devons supposer que I est une fonction de e, et il s’agit de choisir
cette fonction, de facon que cette partie du groupe, que jappellerai P forme encore
un groupe. '

Faisons tourner le systéme de 180° autour de I'axe des y, nous devrons retrouver
une transformation qui devra encore appartenir & P. Or ccla revient d changer le signe
de x, x', z et g'; on trouve ajnsi:

(2) M =kl(x—ef), y=ly, =I5, t=kI{t—ex)
Donc ! ne change pas quand on change ¢ en — .
D'autre part, si P est un groupe, Ja substitution inverse de (1), qui s'¢erit:
k y z k
- t oo [ o \

) w=d@—e, y=F, =%, r=g0—e,
devra également appartenir & P; elle devra done éure identique & (2), clest-d-dire que
I

l — mf’“’ -

On devra donc avoir ! == 1.
§ 5. — Ondes de Langevin.

M. LANGEVIN a mis sous une forme particuliérement élégante les formules qui
définissent le champ dectromagnétique produit par le mouvement d'un dlectron unique.
Reprenons les équations

(0 (W=~ [JF=—pt
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On sait qu'on peut les intégrer par les potentiels retardés et qu’on a:

_ I [adT w1 [p6dr
(2) 4)—“47:/ r F-—zpvf r

Dans ces formules on a:

dv, =dxdydz, r=E—xY+0—2)+&—2)
tandis que p, et £, sont les valeurs de p et de § au point x,, y,, g, et 4 linstant
L =t—r.
Soient: x_, y,, %, les coordonnées d’une molécule d’¢lectron 4 linstant #;

(4]
xx::xo—}—U’ yx:yo—\LV? ZI::ZO-}-W
ses coordonnées 4 linstant £, . :
U, V, W sont des fonctions de x,, yo, z,s de sorte que nous pourrons écrire :

dx*—dx—{—d d +d dyo-l—d d N
ct si I'on suppose ¢ constant, ainsi que x, y et g:
X — X
dt, =+ > - d
Nous pouvons donc écrire:
. X . aUu
dx, (148, 552 ) B 2T 0 88 s, (o B )

avec les deux autres équations qu'on peut en déduire par permutation circulaire.
Nous avons donc:

(3) dv:%xﬁ_gxfaw,}:mnff’ 5[2';.:%2, A

r

dU 4U|
o0 dy, dz )’

.&.l =

en posant
dv,=dx,dy,dz,.
Etudions les déterminants qui figurent dans les deux membres de (3) et d’abord
dans le 1% membre; si on cherche i le développer, on voit que les termes du 2¢ et
du 3¢ degré par rapport 4 &, n,, {, disparaissent et que le dérerminant est égal 4

I + g, ‘mﬁ:, + 7}'2.‘..,:;: Z + C‘ g‘_.:;m{- — _.|._ o,

w désignant la composante radiale de la vitesse £, #,, L, c’est-d-dire la composante
dirigée suivant le ravon vecteur qui va du point x, y, z au point x, y,, ;-

Pour obtenir le 2% déterminant, ‘envisage les coordonndes des différentes molécules
de Pélectron A un instant ¢ qui est le méme pour toutes les molécules, mais de telle
fagon que pour la molécule que envisage on ait ¢, == . Les coordonntes d’une mo-
lécule seront alors:

=40, y=y40 L=+ W,

’
.
H
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U, V', W' étant ce que deviennent U, V, W quand on y remplace ¢ par #; comme
) q L) q y p :
t est le méme pour toutes les molécules, on aura:

. au atu au’
- dx = dxo(l + 755:) RS e O P
et par conséquent
dU dU 4dU

dv) =dr~,

) I+dxo’dyo’dzo’
en posant
dv! =dx'dyldg!.

Mais I'élément de charge électrique est

dyp, =—p dr!
t de pl l lécul Lsage . PI——l' é th'-—dUet-
et de plus pour ia molecule envisagee, on a t =1 €t par consequen Ix, = qx’ C.;
nous pouvons donc écrire :
| dU dU dU
d[""z—“deToI_l—dxo’ dyo7 dzo:b

de sorte que I’équation (3) deviendra:

P47, (1 + w) = dp,
et les équations (2): |

LIJ____{_L/‘ dp., F———I—/ £, dy.,
C4m) 1T 4 @)’ C 4 (T +e)

Si nous avons affaire 4 un électron unique, nos intégrales se réduiront 4 un seul
élément, pourvu que Ion ne considére que des points x, y, z suffisamment éloignés
pour que 7 et o ajent sensiblement la méme valeur pour tous les points de ’électron.
Les potentiels ¢, F, G, H dépendront de la position de cet électron, et aussi de sa
vitesse, car non seulement & , w,, {, figurent au numérateur dans F, G, H, mais la
composante radiale o figure au dénominateur. Il s’agit bien entendu de sa position et
de sa vitesse 4 linstant ¢ .

Les dérivées partielles de ¢, F, G, H par rapport 4 ¢, x, y, z (et par conséquent
les champs électrique et magnétique) dépendront en outre de son accélération. De plus,
elles en dépendront linéairement, puisque dans ces dérivées cette accélération s’introduit
par suite d’une différentiation unique.

LaNGEVIN a ¢été ainsi conduit 4 distinguer dans les champs électrique et magné-
tique les termes qui ne dépendent pas de I'accélération (C’est ce qu’il appelle 'onde de
vitesse) et ceux qui sont proportionnels 4 l'accélération (c’est ce qu’il appelle 'onde
d’accélération).

Le calcul de ces deux ondes est facilit¢ par la transformation de LorenTz. Nous
pouvons en effet appliquer cette transformation au systéme, de fagon que la vitesse de
I'électron unique envisagé devienne nulle. Nous prendrons pour I'axe des x la direction
de cette vitesse avant la transformation, de sorte que, 4 linstant ¢,

nxxcxzoi
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et nous prendrons e = — &_, de telle fagon que
E=mn'={ =o.

Nous pouvons donc ramener le calcul des deux ondes au cas ou la vitesse de
Pélectron est nulle. Commengons par I'onde de vitesse; nous pouvons remarquer d’abord
que cette onde est la méme que si le mouvement de Pélectron était uniforme.

Si la vitesse de I’électron est nulle, on a:

W = O, F=G=H=o, d‘;:—y'i—,
47T
i, btant la charge électrique de Pélectron. La vitesse ayant été ramenée 4 zéro parla
transformation de LorenTz, nous avons donc: |

f o (M [ [ (J‘:
F"""G"“‘H"““O) ¢'-4wr"

7’ étant la distance du point x', ¥/, ' au point x, y!, z., et par conséquent:
=pfF =y =0,

g =) & =)
gmr? 7 4mr?

a!

’ !

f’ —_ ________._._.—___y" (x _ x‘)
4mr’

Faisons maintenant la transformation inverse de celle de LorenTz pour trouver

le champ véritable correspondant 4 une vitesse — ¢, 0, 0. Nous trouvons, en nous

reportant aux ¢quations (9) et (3) du § 1:

o = 0, B =c¢h, Y= — &g,
(4) P kP LRI Ny
f= 2”7;‘1:7;(95 +et —x, —et), ¢ :4%‘;;73‘(3’ — ¥ =;—W;73‘(( — o)

On voit que le champ magnétique est perpendiculaire 4 I'axe des x (direction de
la vitesse) et au champ électrique, et que le champ électrique est dirigé vers le point:

(s) x, + e, — 1), Yer Ry

Si Pélectron continuait & se mouvoir d’un mouvement rectiligne et uniforme avec
la vitesse qu’il avait 4 Pinstant ¢ , c’est-d-dire avec la vitesse —e, 0, 0, ce point (§)
serait celui qu’il occuperait 2 l'instant :.

Passons 4 Ponde d’accélération; nous pouvons, grice 4 la transformation de Lo-
RENTZ, ramener sa détermination au cas ou la vitesse est nulle. Cest le cas qui est
réalisé si on imagine un &lectron qui exéeute des oscillations d’amplitude trés petites,
mais tres rapides, de fagon que les déplacements et les vitesses soient infiniment petits,
mais que les accélérations soient finies. On retombe ainsi sur le champ qui a été étudié
dans le cilebre Mémoire de Hewrrz intitulé Die Krifte elektrischer Schwingungen nach
der MaxweLL'schen Theorie et cela pour un point trés éloigné. Dans ces conditions :

1° Les deux champs électrique et magnétique sont ¢gaux entre eux.

2° Ils sont perpendiculaires entre eux.

3° Ils sont perpendiculaires 4 la normale 4 la sphére d’onde, c’estd-dire 2 la
sphere dont le centre est le point x,, 3, ;-
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Je dis que ces trois propri¢tés subsisteront encore quand la vitesse ne sera pas
nulle, et pour cela, il me suffit de montrer quelles ne sont pas altérées par la trans-

formation de LORENTZ.
Soit en effet A lintensité commune des deux champs, soit

(X——XI):—:?’)\, (y-yz):ryﬁ (:(—-:(_X)mr\l, )\2+P¢2+Vzm1,
Ces propriétés s'exprimeront par les égalits : B
=YfF=2% Dfe=o, 2f(x—zx)=0 2alz—x)=o
Zfl = 0, Zml = 0;

ce qui veut dire encore que

b g b
T A 7
L A &
4° A4’ A
A &y v
sont les cosinus directeurs de trois directions rectangulaires, ct on en déduit les relations:
f=8v—rp, mf’f’““"‘g"’a

ou
©  fr=a—x)—10—x): ar=b0—2y)—f&R—21)
avec les ¢équations que l'on en peut déduire par symétrie. |

Si nous reprenons les équations (3) du § 1, nous trouvons: %

(x— =k [(x—x) et — )] =kil[(x — x,) -} 7],
Sy' — 3, =1y =13
(v —% =1k—z)
Nous avons trouvé plus haut au § 3:
M= 2= 2 — 2
Donc D f*== 3 «* entraine ) f* == };_ax'““
Dautre part, en partant des équations (9) du § 1, on trouve:

Py fa=3 fa

ce qui montre que > 2 fo==0 cntraine ;)_ﬂ "o = o,
Je dis maintenant que

(8) 2_] (x — x’) w0, ::1'; (’& e % 3 = O,
En effet, en vertu des équations (7) (@unm que des dquations 9 du § 1) les pre-
miers membres ﬁﬁs deux {quations (8) sderivent respectivement : ¢

D fx—x) »% {!r + Y —y)— &)
"““i"‘“ 2 x(x—x)+ ;ﬁ [2r — b(y —y) -+ g —2.)}

(7)
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Ils sannulent donc en vertu des équations Y f(x — x,) = > a(x—x)=0
et en vertu des équations (6). Or cest 14 précistment ce qu'il s’agissait de démontrer.

On peut dailleurs arriver au méme résultat par de simples considérations d’ho-
mogeénéite.

En effet, ¥, F, G, H sont des fonctions de x—x,, y— %,y X— Zy» £ = %’
n, = %5, ¢, = —g—-}‘ homogénes de degré — 1 par rapport & %, ¥, Z, 1 %,5 ¥,5 %y b

et A leurs différentielles.

Donc les dérivées de ¢, F, G, H par rapport & x, y, g, ¢ (et par conséquent
aussi les deux champs f, g, b; «, B, y) seront homogenes de degré — 2 par rapport
aux mémes quantités, si nous nous rappelons d’ailleurs que la relation

b= r= VS —xy

est homogeéne par rapport & ces quantites.

. . dx
Or ces dérivées ou ces champs dépendent des x — x,, des vitesses 7 e des

2 I

: dx, . : )
accélérations —F ils se composent d’un terme indépendant des accélérations (onde
1

de vitesse) et d’un terme linéaire par rapport aux accélérations (onde d’accélération).

d 2
Or E—t& est homogene de degré o et %;;5 homogéne de degré — 1; d’ot1 il suit que

1

Ponde de vitesse est homogéne de degré — 2 par rapport 4 ¥ — %, ¥y — ;5 £ —X%,
et Ponde d’accélération homogéne de degré — 1. Donc, en un point trés ¢loigné I'onde
d’accélération est prépondérante et peut par conséquent érre regardée comme se con-
fondant avec londe totale. De plus, la loi d’homogénéitt nous montre que londe d’ac-
ctlération est semblable 4 elle-méme en un point éloigné et en un point quelconque.
Elle est donc, en un point quelconque, semblable 4 'onde totale en un point éloigné.
Or en un point éloigné la perturbation ne peut se propager que par ondes planes, de
sorte que les deux champs doivent étre égaux, perpendiculaires entre eux et perpendi-
culaires 3 la direction de propagation. ,

Je me bornerai 4 renvoyer pour plus de détails au Mémoire de M. Langrvin dans
le Journal de Physiqgue (Année 1905).

§ 6.— Contraction des Electrons.

Supposons un ¢lectron unique animé d’un mouvement de translation rectligne et
uniforme. D'aprés ce que nous venons de voir, on peut, grice 4 la transformation de
LorexTz, ramener I'étude du champ déterminé par cet tlectron an cas ou ['tlectron
serait immobile; la transformation de LorenTz remplace done Pélectron réel en mou-
vement par un éectron idéal immobile.

Soit =, % +v; fy g b le champ réel; soit x, 8, v's f, gy b ce que devient le
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champ aprés la transformation de Lorentz, de sorte que le champ idéal o/, f' corre-
spond au cas d’'un électron immobile; on a:

o =p' =y =0, ’Z“g”’jg?: g':—"""‘id}};m b’m"”’”‘;‘:;;
‘et pour le champ réel (en vertu des formules 9 du § 1):
a = 0, [ =c¢h, Y= —cg,
(@) F=Pp,  g=kPg, b=k

Il s’agit maintenant de déterminer I'énergic totale due au mouvement de Pélectron,
action correspondante ct la quantité de mouvement électromagnétique, afin de pouvoir
calculer les masses ¢lectromagnétiques de U'électron. Pour un point doigné, il sufhit de
considérer I'électron comme réduit 4 un point unique; on est ainsi ramend aux formules
(4) du § précédent qui généralement peuvent convenir. Mais ici elles ne sauraient suf-
fire, parce que I'tnergic est principalement localiste dans les parties de I'éther les plus
voisines de I’¢lectron.

On peut faire & ce sujet plusicurs hypothéses.

D'aprés celle d’ABrAHAM, les dlectrons seraient sphiériques et indéformables.

Alors, quand on appliquerait la transformation de LorenTz, comme 'électron réel
serait sphérique, I'tlectron idéal deviendrait un ellipsoide. L'¢quation de cet ellipsoide
serait d’aprés le § 1:

R —et' — &t - eEx"y - (v —nkt' G nkea')
+ & — Tkt - Chex') = Pr.
Mais ici l'on a:

E-—}—s:nmtmo, I +E£“:”: ﬁ;’?’

de sorte que l'¢quation de Iellipsoide devient:

g2
Y=t
Si le rayon de I'dlectron réel est ry les axes de Pélecrron idéal serdient done:
klr, Ir, Ir.
Dans 'hypothése de LorknTtz, au contraire, les dectrons en mouvement seraient
déformés, de telle fagon que ce serait 'électron réel qui deviendrait un cllipsoide, tandis
que Ptlectron idéal immobile serait toujours une sphére de rayon r; les axes de I'-

lectron réel seront alors:
r r

i ey
A = j f*’? dx
2 |

Vdnergie électrigue longitudinale ; par

p=2 [ +mis

Désignons par
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Vénergie dlectrique transversale; par
I
C= ?f@z + yDds

Pénergie magnétique transversale. Il n’y a pas d’énergie magnétique longitudinale, puis-
que « = 2’ = o. Désignons par 4', B', C' les quantités correspondantes dans le
systeme idéal. On trouve d’abord:

C' = o, C =¢B.
D’autre part, nous pouvons observer que le champ réel dépend seulement de x-}-t,
y et g, et écrire:
dv =d(x 4+ et)dydg,
dv' = dx'dy' dz' = kPd~;

a=kr4, B=ir3 4=, B=1p

Dans Phypothése de Lorentz on a B' = 2.4', et 4’, inversement proportionnel
au rayon de Délectron, est une constante indépendante de la vitesse de I’électron réel;
on trouve ainsi pour Iénergie totale:

A4B4 C=Adlk@G +¢)

et pour action (par unité de temps):

d’ot

A+B-—-c=iizi'—l.

Calculons maintenant la quantité de mouvement électromagnétique; nous trouverons:

D::f(gy-————bﬁ)dfr:msf(g‘-{—b’)dtz-—ﬁB:—@klA’.

Mais on doit avoir certaines relations entre Pénergie E = A -+ B -} C, l'action
par unit¢ de temps H = 4 + B — C, et la quantit¢ de mouvement D. La premitre
de ces relations est:

E = H—-—-sfl——'g
de’
la seconde est
dD 1 dE
de & de’
d’otr:
(2) p=22 " p_m_ep

La seconde des dquations (2) est toujours satisfaite; mais la premiére ne lest

que s
]

4

- 3

= (1 —¢)* =k,

Cest-dedire si le volume de Pélectron idéal est égal & celul de Uélectron réel, ou en-
core si le volume de Uéectron est constant; Cest hypothese de Laxceviv.

Remd, Core. Matiem, Paleeme, tomo XX (3g00). ~ Stampato o 14 hsembre 190§, 20
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Cela est en contradiction avec le résultat du § 4 et avec le résultat obtenu par
LORENTZ par une autre voie. Clest cette contradiction qu'il s’agit d’expliquer.
Avant d’aborder cette explication, jobserve que, quelle que soit hypothése adoptée
nous aurons
He=d++B—C=—-(4+B)
ou, 3 cause de C' = o, , B

(3) H=-H"

Nous pouvons rapprocher ce résultat de Iéquation J == J’ obtenue au § 3.
Nous avons en effet:

]medt, J = fH'dt’,

Nous observerons que Pétat du systtme dépend seulement de x -zt y et z,
Cest-3-dire de &', 9, z’, et que nous avons:

l )
o= Tt + ex’ N
, I
En rapprochant les équations (3) et (4) on trouve [ == J".
Placons-nous dans une hypothése quelconque, qui pourra ére, soit celle de Lo- %
RENTZ soit celle d’ABRAHAM, soit celle de LANGEvIN, soit une hypothése intermédiaire.
Soient

r, b7, Or

les trois axes de DPélectron réel; ceux de P'dlectron idéal seront:
klr, 81r, 8lr.
Alors A' - B' sera D'énergic dectrostatique due 4 un ellipsoide ayant pour axes
klr, Olr, G1r.
Que l’on suppose I'tlectricité répandue & la surface de I'électron comme 4 celle d'un
conducteur, ou uniformément répandue & Pintérieur de cet électron; cette énergie sera
de la forme:

f )
orwE)
= Tkl

ol 4 est une fonction connue.
L’hypothése d’ABranam consiste d supposer :
| r == const., 8=,
Celle de Lorentz:
=1, kr == const., b= k.
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Celle de LANGEVIN:

=%k *, k=¥ klr = const.
On trouve ensuite:

T EFr
ABRABAM trouve, 4 la différence des notations prés (Gottinger Nachrichten, 1902,
P 37):
a 1—¢ ) I
et 1= gt e
r ¢ I —€

o étant une constante. Or, dans I'hypothése d’ABraHAM, on a 8§ = 15 donc:

2
B T e
ce qui définit la fonction ¢.

Cela posé, imaginons que I'¢lectron soit soumis 4 une liaison, de telle fagon qu’il
y ait une relation entre 7 et 8; dans I'hypothese de LorenTz cette relation serait
67 = const., dans celle de LanceviN %7’ = const. Nous supposerons d’une fagon
plus générale

r = bo",

I fem b
H=p""e ('75’) -
Quelle sera la forme que prendra I'électron quand la vitesse deviendra — e, si

Pon me suppose pas Vintervention d'autres forces que celles de ligison ? Cette forme sera
définie par égalité :

b étant une constante; d’ou:

oH
(6) 36— %
ou .
— me-am--xfp + e—mk—x?r e O,
ou
¥ _mk
e b7
Si nous voulons que Iéquilibre ait licu de telle fagon que 0=k, il faut que pour
]

= 1, la dérivée logarithmique de 5 soit égale & m.

et le 2! membre de (5) suivant les puissances de e, I'¢t-

I
k

en négligeant les puissances suplricures de e.

Si nous développons

quation (5) devient:
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En différentiant, il vient:
! e 2 ea
— € I — — ) = —¢a.
¢ > 3
Pour s = 0, c’est-d-dire quand l'argument de ¢ est ¢gal 4 1, ces Cquations de-

viennent: '
2 ? 2.

[
—q = — =, — .
On doit donc avoir m = — = conformément 4 I'hypothése de Lanceviv,

Ce résultat doit étre rapproché de celui qui est relatif & la 1 équation (2) et
dont en réalité il ne differe pas. En effet, supposons que tout ément d v de Pélectron
soit soumis 4 une force Xd~ paralltle & P'axe des x, X érant le méme pour tous
les éléments; nous aurons alors, conformément & la difinition de la quantité de mou-

aD
-'Z';'-——fXd‘V»

D’autre part, le principe de moindre action nous donne:

8]=fX8Ud1-dt, ]m[ﬁ.{d:, 31mf1>%w:,

3 U itant le déplacement du centre de gravité de I'¢lectron; / dépend de 6 et de e,
si Pon admet que 7 est lié 4 6 par I'équation de liaison; on a alors:

3] = ji(%é{%s - %ij%@)d!

7

vement:

D’autre part o = — ﬁ%?, d’oty, en intégrant par parties:
fD%dtm‘/‘L)%Udg
ou H
oH oH
: f("é’“;as"""‘“ae?%g)dfmfl)%ﬁdl;
d’ot

oH ol
D = éi R Eg == 0,

: L, dH
Mais la dérivée —o 0 qu figure dans le 2° membre de la 1* &quation (2), c'est la

dérivée prise en supposant O exprimé en fonction de s, de sorte que

dH _9dH A oHdb
O TR T A

L’équation (2) équivaut donc & I'équation (6).
La conclusion est que si I'tlectron est soumis & une liaison entre ses trois axes,

R gt o S 1 S R T i
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et si aucune autre force n'intervient en debors des forces de laison, la forme que prendra
cet &lectron, quand il sera animé d’une vitesse uniforme, ne pourra étre telle que
Pélectron idéal correspondant soit une sphere, que dans le cas ot la liaison sera que
le volume soit constant, conformément & 'hypothése de LANGEvIN.

Nous sommes amenés de la sorte & nous poser le probléme suivant: quelles for-
ces supplémentaires, autres que les forces de liaison, serait-il nicessaire de faire inter-
venir pour rendre compte de la loi de LoreNTz ou, plus géntralement, de toute loi
autre que celle de LANGEVIN?

L’hypothése la plus simple, et la premiére que nous devions examiner, c’est que
ces forces supplémentaires dérivent d'un potentiel spécial dérivant des trois axes de
Pellipsoide, et par conséquent de § et de r; soit F(f, ) ce potentiel; dans ce cas
action aura pour expression:

J = f [H -+ F (8, N)dt

et les conditions d’équilibre s’écriront:

dH | dF dH  dF

®) W= G T =

Si nous supposons 7 et 0 lits par la liaison r = 50", nous pourrons regarder r
comme fonction de 0, envisager F comme ne dépendant que de 6 et conserver seu-
lement la 1¢¢ ¢quation (8) avec:
¢ dH _ —mg 9’
bkz@m: de - bk16m+x+bkgem'
Il faut que, pour k = 8, P'équation (8) soit satisfaite; ce qui donne, en tenant compte
des équations (7):

H=

dF ma 2 @
70 = pm T pe
d’otr:
Fom. 8 m— ‘“;‘"
T m 2
et dans hypothése de LorenTz, Ol m == — I:
a
F P m.

Supposons maintenant qu'il n'y ait aucune liaison et, considérant r et H comme
deux variables indépendantes, conservons les deus dquations (8)5 il viendra:
1 v dH & dH _—0
ke dh k' dr = k'r
Les équations (8) doivent ére satistaites pour k = 0, r = bhi™; ce qui donne:
d¥  a dF 2 4
(9) dr = Bges a6 73 bem
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Une des maniéres de satisfaire 4 ces conditions est de poser:
(10) F = Ar*0P,
A, o et { ttant des constantes; les ¢quations (9) doivent dtre satisfaites pour b =

r == 46", ce qui donne:

— X {r&—m a § (o O fymida gt . 2 » Ma
Anbr gt = s, ARPETE =

En identifiant on trouve
m~f 2 a
(11) x =37, P =2y, Y= """"5“;”_;(__2 A = Pyt

Mais le volume de Dellipsoide est proportionnel 4 r*#°) de sorte que le potentiel
supplémentaire est proportionnel 4 la puissance y du volume de I'tlectron.

Dans I'hypothése de LoriNTz, on a m == - I, ¥ ==

On retrouve donc I'bypothése de LOrRENTZ @ la wnd:twn d’ajonter un potentiel sup-
plémentaire proportionnel au wvolume de I'électron.

L’hypothése de LaNGEVIN correspond d y == oo,

§ 7. — Mouvement quasi-stationnaire.

Il reste & voir si cette hypothése sur la contraction des {lectrons rend compre de
Pimpossibilit¢ de mettre en évidence le mouvement absolu, et je commencerai par ét-
dier le mouvement quasi-stationnaire d’un dlectron isolé, ou soumis seulement i I'ac-
tion d’autres ¢lectrons ¢loignés.

On sait qu’on appelle mouvement quasi-stationnaire un mouvement ol les varia-
tions de la vitesse sont assez lentes pour que les (nergics magndtique et clectrique dues
au mouvement de I'tlectron différent peu de ce qu'elles seraient dans le mouvement
uniforme; on sait ¢galement que c'est en partant de cette notion du mouvement quasi-
stationnaire qu'ABRAHAM est arrivé 4 celle des masses ¢Clectromagnétiques transversale
et longitudinale.

Je crois devoir préciser. Soit H notre action par unité de temps:

oo /(lﬁ — > a')dr,

ou nous ne considérons pour le moment que les champs decrique ¢ magndtique dus
au mouvement d'un decrron dsolé. Au § précident, considérant le mouvement comme
uniforme, nous regardions H comme dépendant de In vitesse 5, n, o du centre de
gravitt de P'llectron (ces trois composantes, dans le § précident, avaient pour valeurs
~— & 0, 0) et des paramétres r et ¥ qui définissent la forme de 'électron,

Mais si le mouvement n'est plus uniforme, / dépendra non seulement des valeurs
de £, w, L, r, # 4 linstant considérd, mais des valeurs de ces mdmes quantités 3 d'au-
res instants qui pourront en difiérer de quantitts de méme ordre que le temps mis
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par la lumicre pour aller d’'un point 4 l'autre de Délectron; en d’autres termes, H dé-
pendra non sculement de &, w, C, , 6, mais de leurs dérivées de tous les ordres par
rapport au temps.

Elh bien, le mouvement sera dit quasi- St&thlll]dllC quand les dérivées paltlelles de
H par rapport aux dérivées successives de &, », £, 7, O seront négligeables devant les
dérivées partielles de H par rapport aux quantités &, n, G, 7, 0 ellessmémes.

Les équations d’un pareil mouvement pourront s’¢crire:

JH
FL) 12 de d‘?+717:

(1 g 4H i dH i dH
o= f Xdw, 40 =— f vae, il=_— f Zdr.

Dans ces équations, F a la méme signification que dans le § précédent; X, ¥, Z
sont les composantes de la force qui agit sur I'électron: cette force étant due unique-
ment aux champs électrique et magnétique produits par les autres électrons.

Observons que H ne dépend de &, n, { que par lintermédiaire de la combinaison

=V 0,
Cest-d-dire de la grandeur de la vitesse; on a donc, en appelant encore D la quantité
de mouvement:

dH _dH & DL
¢~ dv'’V V>’
d’otr:
ddH Dd E dy  dD ¢ dv
(2) —mE=Tva P Tav v
d dH _ D dn n dV ,dD »n dV
bis — R o
Y —mm=rva P artar v ae
avec
v dg
(3) V"ﬁ“‘; == Zg‘gﬁ
Si nous prenons la direction actuelle de la vitesse pour axe des x, il vient:
‘ e dt 4V
E=V, a=l=o =gy
les équations (2) et (2™) deviennent:
d dH dDd; d dH _ Ddn
Todr dE AP de T deds Ty

et les trois Jdernitres équations (1):

indi L. Ddn [ 4 d" )
OIERAEARS f_wr, o f} Ix. f/ei .
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C’est pourquoi ABRAHAM a donné 4 %—% le nom de masse longitudinale et & VA
dH

le nom de masse transversale; rappelons que D = 7

Dans I'hypothése de LorenTz, on a:

dH oH
D=—5%=— 55,

) :
37 représentant la dérivée par rapport & 7, aprés que r et 0 ont été remplacés par
leurs valeurs en fonctions de V tirées des deux premitres équations (1); on aura d’ail-
leurs, aprés cette substitution,
H = + A'VI — 7
Nous choisirons les unités de telle fagon que le facteur constant A4 soit égal a 1,
et je pose Y1 — V* = h, dol:

vV dD dD 1 D
— —_ B — p
H=+h D=5 gp=r gpp—p="r
Nous poserons encore:
u=ril— 5t X,ijdw
et nous trouverons pour l’équauon du mouvement quasi-stationnaire :
d

(5) b 71-% + BEM = X,.

Voyons ce que deviennent ces équations par la transformation de LorewnTz.
Nous poserons: 1 - &e = p., et nous aurons d’abord:

14 ‘n ?
=ity pr=T, p0=o,

d’ott Pon tire aisément
h
bt o=
¢ !

Nous avons également
dt' = kpdt,

d’ou:

dE_di 1 dn'_dno1 dEome 4T AU 0 dE Le

di' T de B dr T deket T de e dF T d BT de
d’oll encore:

. dE ek
M=Tppt 7@3

et

(6 b= e = [ + 0+ OM]e,
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,_!d' 1~3 .t Af? —ld - —1 1
) S 3nM=(b §E+b3nM)p. =

Reportons-nous maintenant aux équations (11°%) du § 1; on peut y regarder
X, Y,, Z comme ayant la méme signification que dans les ¢quations (5). D’autre

r

part, nous avons =1 et - ku.; ces équations deviennent donc:
(8) ) X, = e (X, + e > X,5)
V=F"p"Y. ‘
Calculons D X, £ & Paide des équations (5), nous trouverons:

> XE=hM,

X, =p (X, + b7 M),
Y =kpY,.

En comparant les équations (5), (6), (7) et (9), on trouve enfin:

d’oli:
(9

L
§W%+wwwzm
(10)

| rmxdﬂ' r— ] [ 2 U
(h WM =Y,

ce qui montre que les équations du mouvement quasi-stationnaire ne sont pas altérées
par la transformation de LORENTZ; mais cela ne prouve pas encore que Phypothése de
LoreNTz est la seule qui conduise 4 ce résultat.

Pour établir ce point, nous allons nous restreindre, ainsi que I'a fait LorenTz, 2
certains cas particuliers, ce qui nous suffira évidemment pour démontrer une propo-
sition négative.

Comment allons-nous d’abord étendre les hypotheses sur lesquelles reposait le
calcul précédent ?

1° Au lieu de supposer I = 1 dans la transformation de LoRrENTZ, nous suppo-
serons | quelconque.

2° Au lieu de supposer que F est proportionnel au volume, et par conséquent
que H est proportionnel & b, nous supposerons que F est une fonction quelconque de
0 et de r, de telle fagon que [aprés avoir remplacé O et r par leurs valeurs en fonc-
tions de 1, tirtes des deux premiéres équations (1)) H soit une fonction quelconque de V.

Jobserve d'abord que, si lon suppose H == b, on devra avoir I==1; et en effet
les ¢quations (6) et (7) subsisteront, sauf que les seconds membres seront multipliés

1 : -
sar o les tquations (9) également, sauf que les seconds membres seront multi liés par
l P Bt «

K - '] s . * x L
et enfin les équations (10), sauf que les seconds membres seront multiplids par T Si

Pon veut que fes équations du mouvement ne sofent pas aliérées par la transformation

Bosd. Cwre. Maters. Paltema, twawe XX {ogeb) ~ Stampate i 3y dcuvmbre (90§ a1
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de LorenTz, C’est-d-dire que les équations (10) ne different des équations (5) que par
Paccentuation des lettres, il faut supposer:

| =1.
Supposons maintenant que Pon ait n={ =0, dou £ =7, ‘figt d ; les équa-
tions (5) prendront la forme:
. d dH _dD dE . d dH D dn
bis e e e e D e i e T L e
G™) HdE —drd =% T @idm v d T

Nous pouvons d’ailleurs poser :

D= =1®, F=s0)=0

Si les équations du mouvement ne sont pas altérées par la transformation de Lo-
RENTZ, on devra avoir:

f(s)-d—§-= g
f(?i)d,, X = Pt (X, e S XE) = e X (1 eE) = X,

(E)dt’ =Y, =1"pY,
et par conséquent:

dt
f(t‘.)ww lf(E) )
dt dt
(11) i ot
an __ rry 47
p(®) gy = PheeE) 7
Mais nous avons:
dg"  di 1 dw' dn 1

mmmmm

Pl N Vel TR
d’otr:

fE) = (ﬁtg%) mf(i)f%gﬂ,
= ( fi gs) =9 (8) '%a‘i;

d'ot, en &liminant I*, nous trouvons I'équation fonctionnelle:

e Gg) /(55
(&) TONN
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ou, en posant

2(8) _ _ D
& be)= V%_Q.’

celle-ci:

E+ce) 14
2(47) =20ty

équation qui doit &tre satisfaite pour toutes les valeurs de £ et de . Pour { = 0 on

trouve:
Q) = Q(0)(r —¢
o &) = @) (1 — ),
Y1 —
A btant une constante, et ol j’ai fait &(0) = X

m
On trouve alors:

0= (5ig) = (r=r=r)

Or o(3") = CP(E.)%; donc on a:

-t
2

Edey—(n—e) = — (1 — ) T

Comme | ne doit dépendre que de ¢ (puisque, s'il y a plusieurs électrons, I doit
dtre le méme pour tous les électrons dont les vitesses & peuvent étre différentes), cette
identité ne peut avoir lieu que si 'on a:

m= 1, I = 1.

Ainsi hypothése de LorenTz est la seule qui soit compatible avec impossibilité
de mettre en évidence le mouvement absolu; si on admet cette impossibilité, il faut
admettre que les électrons en mouvement se contractent de fagon 2 devenir des ellips-
oides de révblution dont deux des axes demeurent constants : il faut donc admettre,
comme nous 'avons montré au § précédent, l'existence d’un potentiel supplémentaire
proportionnel au volume de Pélectron.

Lanalvse de Lorentz se trouve done pleinement confirmée, mais nous pouvons
micux nous rendre compte de la vraie raison du fait qui nous occupe; cette raison doit
ttre cherchée dans les considérations du § 4. Les transformations qui w’altérent pas les
équations du monvement doivent former un groupe, et cela ne pent avoir liew que si
] = 1. Comme nous ne devons pas pouvoir reconnaitre si un Clectron est en repos
ou en mouvement absolu, il faut que quand il est en mouvement il subisse une d¢-
formation qui doit dtre précisément celle que lui impose la transformation correspon-
dante du groupe.
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§ 8.— Mouvement quelconque.

Les résultats précédents ne s’appliquent qu’au mouvement quasi-stationnaire, mais
il est aisé de les étendre au cas général; il suffic d’appliquer les principes du § 3, c’est-
A-dire de partir du principe de moindre action.

A Pexpression de I'action:

jxfdtd»c(%ﬁw;“ﬁ:)*

2

il convient d’ajouter un terme, représentant le potentiel supplémentaire F du § 6; ce
terme prendra évidemment la forme:

1= [Z®a

ou D (F) représente la somme des potentiels supplémentaires dus aux différents ¢lec-
trons, chacun d’eux étant proportionnel au volume de I'électron correspondant,

Jécris (F) entre parenthéses pour ne pas confondre avec le vecteur F, G, H.

L’action totale est alors J - J,. Nous avons vu au § 3 que J n'est pas alwré
par la transformation de Lorentz; il faut montrer maintenant qu'il en est de méme
de J,.

On a, pour I'un des électrons,

(F) = w,x,

o, étant un coeflicient spécial 4 I'dlectron et + son volume; je puis donc derire:

S (F) = f w, d,

Vintégrale devant éwre étendue 4 tout l'espace, mais de telle fagon que le coefficient
o, soit nul en dehors des électrons, et qu'd Iimérieur de chaque &lectron il soit égal
au coefficient spécial & cet électron. On a alors:

J, = jﬂ%d‘rda‘

et aprés la transformation de Lorentz:

LA N ¥ ¥
L == fm%zh dar,

Or on a o, == w); car si un point appartient & un ectron, le point correspondant
aprés la transformation de LorenTz appartient encore an méme électron. D'autre part,
nous avons trouvé au § 3:

do'dt = Prdrdt
et, puisque nous supposons maintenant / == 1,

de'dl’ = d~dt
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On a donc
J.=1T. C. Q. F. D.

Le théortme est donc général, il nous donne en méme temps une solution de la
question que nous nous posions 3 la fin du § 1: trouver des forces complémentaires
non altérées par la transformation de Lorentz. Le potentiel supplémentaire (F) sati-
fait 4 cette condition.

Nous pouvons donc généraliser le résultat énoncé 4 la fin du § 1 et écrire:

Si Pinertie des dlectrons est exclusivement d’origine électromagnétique, s'ils ne somt
soumis qu'a des forces d’origine électromagnétique, ou aux forces qui engendrent le poten-
tiel supplémentaire (F), aucune expérience ne pourra metire en Cvidence le mouvement
absolu.

Quelles sont alors ces forces qui engendrent le potentiel (FF)? Elles peuvent évi-
demment &tre assimilées 4 une pression qui régnerait 4 lintérieur de D'électron; tout
se passe comme si chaque électron était une capacité creuse soumise 4 une pression
interne constante (indépendante du volume); le travail d’une pareille pression serait
évidemment proportionnel aux variations du volume.

Je dois observer toute fois que cette pression est négative. Reprenons I’équation
(10) du § 6, qui dans I'hypothése de LorenTz s'¢erit:

F = A4r9*;

les équations (11) du § 6 nous donneront:

a
A= —.
30
Notre pression est égale 4 4, 4 un coefficient constant prés, qui dailleurs est

négatif.
Evaluons maintenant la masse de ’électron, je veux parler de la « masse expéri-
mentale », c’estd-dire de la masse pour des vitesses faibles; on a (cf. § 6):

()
H = k

d’ott

Pour ¥ trés petit je puis écrire

a Vs
].{ T "'[3"" ( I — “2 ) ,
a

de sorte que la masse, tant longitudinale que transversale, sera b

.s

Or a est une constante numérique, ce qui montre que: la pression qui engendre
notre potentiel supplémentaire est proportionnelle @ la 4 puissance de la masse expéri-
mentale de I'électron.
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Comme l’attraction newtonienne est proportionnelle 4 cette masse expérimentale,
on est tent¢ de conclure qu'il y a quelque relation entre la cause qui engendre la gra-
vitation et celle qui engendre ce potentiel supplémentaire.

§ 9. — Hypothéses sur la Gravitation.

Ainsi la théorie de Lorentz expliquerait completement I'impossibilité de mettre en
évidence le mouvement absolu, si toutes les forces ¢raient d'origine ¢ectromagnétique.

Mais il y a des forces auxquelles on ne peut pas attribuer une origine ¢lectroma-
gnétique comme par exemple la gravitation, Il peut arriver, en effet, que deux systémes
de corps produisent des champs ¢lectromagnétiques équivalents, c’est-d-dire exercant la
méme action sur des corps ¢lectrisés et sur des courants, et que cependant ces deux
systémes n’exercent pas la méme action gravifique sur les masses newtonicnnes. Le
champ gravifique est donc distinct du champ decrromagnétique. Lorentz a done Gté
obligé de compléter son hypothése en supposant que les forces de toute origine, et en parti-
culier la gravitation, sonl affectdes par une translation (ou, si 'on aime micux, par la trans-
formation de Lorenrz) de la méme maniere que les forces électromagnétiques.

Il convient maintenant {’entrer dans les déuails et d'examiner de plus pres cette
hypothése. Si nous voulons que la force newtonienne soit affectée de cette fagon par
la transformation de LoreNTZ, nous ne pouvons plus admertre que cette force dépend
uniquement de la position relative du corps attirant et du corps attiré & linstant con-
sidéré. Elle devra dépendre en outre des vitesses des deux corps. Et ce n'est pas tout:
il sera naturel de supposer que la force qui agit & Uinstant ¢ sur le corps attird, dépend
de la position et de la vitesse de ce corps & ce méme instant f3 mais clle dépendra, en
outre, de la position et de I vitesse du corps attirant, non pas & Pinstant #, mais 3
un instant antérienr, comme si la gravitation avait mis un certain temps 3 se propager.

Envisageons done la position du corps attird & Pinstant £ ¢t sofent, & cet instant,
Koy ¥os X, S€s coordonnies, &, =, 7. les composantes de sa vitesse; considérons daatre
part le corps attirant & Pinstant correspondant ¢ 4 ¢ et sofent, § cet instant, &, - x,
Yo =+ ¥ %, 3 ses coordonnles, 5, u,, 7 les composantes de sa vitesse.

Nous devrons d'abord avoir une relation
(1) #(h % » % By 7y Ly “EM Lo i:g) =0
pour défiir le emps 4. Certe relation ddfinira la loi de la propagation de Paction
gravifique (je ne m'impose nullement la condition que Ja propagation se fasse avec la
méme vitesse dans tous les sens),

Soient maintenant X, Y, Z les 3 compuosantes de Paction exereée 3 Vinstant £,
sur le corps atird; il s’agic dexprimer X, ¥, 7, en fonctions de

y oy oy
o wyy By owy e

(2) L%y Yo 3 B 7y

Quelles sont les conditions & rempliy ?
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1° La condition (1) ne devra pas étre altérée par les transformations du groupe
de LoORENTZ.

2° Les composantes X , Y, Z devront étre affectées par les transformations de
LorenTz de la méme maniére que les forces électromagnétiques désignées par les mé-
mes lettres, c’est-d-dire conformément aux ¢quations (11°°) du § 1.

3° Quand les deux corps seront au repos, on devra retomber sur la loi ordinaire
de lattraction.

Il importe de remarquer que dans ce dernier cas, la relation (1) disparait, car le
temps + ne joue plus aucun réle si les deux corps sont au repos.

Le probléme ainsi posé est évidemment indéterminé. Nous chercherons donc 4 sa-
tisfaire autant que possible & d’autres conditions complémentaires :

4° Les observations astronomiques ne semblant pas montrer de dérogation sensible
4 la loi de NEwrton, nous choisirons la solution qui s’é¢carte le moins de cette loi,
pour de faibles vitesses des deux corps. '

5° Nous nous efforcerons de nous arranger de fagon que ¢ soit toujours négatif ;
si en effet on congoit que Ueffet de la gravitation demande un certain temps pour se
propager, il serait plus difficile de comprendre comment cet effet pourrait dépendre
de la position wmon encore atteinte par le corps attirant.

Il y a un cas ol lindétermination du probléme disparait; c’est celui ot les deux
corps sont en repos relatif 'un par rapport 4 l'autre, c’est-d-dire ou:

g:&l, 77:7’;7 :—"Cx’

Cest donc le cas que nous allons examiner d’abord, en supposant que ces vitesses sont
constantes, de telle sorte que les deux corps sont entrainés dans un mouvement de

translation commun, rectiligne et uniforme.
Nous poutrrons supposer que 'axe des x a été pris parallele a cette translation, de
telle fagon que n = { = o, et nous prendrons ¢ = — &.
Si dans ces conditions nous appliquons la transformation de LoreNTz, aprés la
transformation les deux corps seront au repos et 'on aura:
f=n"={=o.

Alors les composantes X!, V', Z' devront &tre conformes 4 la loi de Nrwron
ct on aura, i un factcur constant pres:

2 x! LA b4 ’ L— 5’_
e

Mais on a, d’aprés le § 1

=k A4et), Y=y, U=z U =k(EAeEx)
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X = k-g—,«-(Xl LD X E)=kX (0 —e) =X,
Y z..g.,..y, =kLY,,
Z =1z,

On a d’ailleurs: %
ifet=x—tl P =EE—E Ay
et
— k(% — £t e —2
@ x == r=Th =1k
ce qui peut s’écrire:
av av dv I
bis m— — i fissiaand —
4™ X’mdx" Y‘mdy’ Z, dz’ kr'

Il semble d’abord que l'indétermination subsiste, puisque nous n’avons fait aucune
hypothése sur la valeur de #, c’est-d-dire sur la rapidit¢ de la transmission; et que
dailleurs x est fonction de t; mais il est ais¢ de voir que x — &4, y, z, qui figurent
seuls dans nos formules, ne dépendent pas de ¢

On wvoit que si les deux corps sont simplement animés d’une translation commu-
ne, la force qui agit sur le corps attiré est normale 4 un ellipsoide ayant pour centre
le corps attirant.

Pour aller plus loin il faut chercher les invariants du groupe de Lorentz.

Nous savons que les substitutions de ce groupe (en supposant ! == 1) sont les
substitutions lintaires qui n’altérent pas la forme quadratique

xk + }!3 + {I _— 242‘
Posons d’autre part:
E o 3 ;\' y Wome i:rym 3 }: g ;iui:;
LY 81 LY
i
,E — ia!:; , Yy, pee %" J ' zu e 3”&3,
o8t N R

nous voyons que la transformation de Lorextz aura pour effer de faire subir 1 3x,
N Y F » ’ ¥ v
Sy, 8z, 8, ct 4 8 x, Ay, 3,5, &1 les mémes substitutions lindaires qu'd x, y, 3, &

Regardons
Xy ¥ O =1,

8 x, 3% 3:{, 1y — x,,

Eax'ﬁ %s,y’@ %agf" %a‘ﬁm Iy B
comme les coordonnées de 3 points P, P, P dans lespace 4 4 dimensions. Nous !
voyons que la transtormation de Logentz n'est qu'une rotaton de cet espace autour

o ¥ oy prw et i b 4 8 g * 2 Y g o p g i g N e T 1% g 4 PR ¥ 5 2 e LI
de Porigine, regardée comme fixe. Nous n'aurons donc pas d'autres invariants distinces
que les 6 distances des 3 points P, P, P entre eux et 4 Porigine, ou, si 'on aime

*
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mieux, que les 2 expressions:

X4y —r xdx+ydy+ 21 —1d,
ou les 4 expressions de méme forme qu’on en déduit en permutant d’une maniére
quelconque les 3 points P, P!, P'.

Mais ce que nous cherchons ce sont les fonctions des 10 variables (2) qui sont
des invariants; nous devons donc, parmi les combinaisons de nos 6 invariants, recher-
cher celles qui ne dépendent que de ces 10 variables, c'est-d-dire celles qui sont ho-
mogenes de degré o tant par rapport 4 dx, 8y, 9z, 3%, que par rapport i 9§ x, 3 y,
3.7, 9.t Il nous restera ainsi 4 invariants distincts, qui sont:

() Te—r =22 Z2fE =2t
Coi=3E i—3E G-XH6-2E)
Occupons-nous maintenant des transformations subies par les composantes de la
force; reprenons les équations (11) du § 1, qui se rapportent non 4 la force X , ¥,
Z_, que nous considérons ici, mais 4 la force X, Y, Z rapportée 4 Punité de volume.
Posons d’ailleurs:

T=) XE&;
nous verrons que ces équations (11) peuvent sécrire (I = 1):
) ;X’:k(X+eT), I' = k(T + X),
Y =7, L' =12
de sorte que X, ¥, Z, T subissent la méme transformation que x, y, z, # Les inva-
riants du groupe seront donc

DX —T, YXx—Tt > XSx—T¥, > Xdx— Tt

Mais ce n’est pas de X, Y, Z que nous avons besoin, c’est de X, ¥, Z , avec

Tx = Z'Xrg’
Nous voyons que ’
X _ Y _Z I, 1

Donc la transformation de Lorentz agira sur X, ¥, Z, T, de la méme ma-
niere que sur X, ¥, Z, T, avec cette différence que ces expressions seront en outre

multipliées par
P 1 St

O k(1 4Ee) B¢
De méme elle agira sur & =, £, 1, de la méme maniére que sur dx, dy, 8z, 3¢,
avee cette différence que ces expressions seront en outre multiplites par le méme facteur :

St o

3 k(1 Ee)

Considérons alors X, ¥, Z, T~ 1 comme les coordonnées d’un quatritme point

Read. Cirs. Matven. Palerms, tomo XX1 (1g0b). — Stampato i 16 dicembre 1903, 22
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Q; alors les invariants seront les fonctions des distances mutuelles des cing points
oo B, P, P, Q
et parmi ces fonctions nous devons conserver seulement celles qui sont homogtnes de
degré o, d'une part par rapport d
X, Y, Z, T, 3dx, 3y, Sz, Ot
(variables que P'on peut remplacer ensuite par X,, V., Z,, T
part par rapport a

3o
X {"M Ty Z:q I)\ d’ﬂ.utrc

Sr ) 81}’7 8: Xy I

(variables que Pon peut remplacer ensuitc par .y, G,y 1)
Nous trouvons ainsi outre les quatre invariants (5), quatre invariants distincts
nouveaux, qui sont:
) 2 2
(7) Z.—;—{J——mmg;’
1— 28

Le dernier invariant est toujours nul, d'aprés la definition de 7.

Cela posé, quelles sont les conditions & remplir?

1° Le premier membre de la relation (1), qui définit la vitesse de propagation, doit
&tre une fonction des 4 invariants (5).

On peut faire évidemment une foule d’hypothéses; nous n'en examinerons que
deux :

4) On peut avoir

Zx3 - ‘t’z e 13 o ();

Lol t = -} r, et, puisque t doit étre négatif, # = — r. Cela veut dire que la vitesse
de propagation est ¢gale & celle de la lumitre. 11 semble d'sbord que cette hypothése
doive &tre rejetée sans examen. Laprack 4 montré en effet que la propagation est, ou
bien instantanée, ou beaucoup plus rapide que celle de la lumicre. Mais Lavtace avait
examiné hypothése de la vitesse finic de propagation, ceferts mon mntatis ;) ici, au con-
traire, cette hypothése est compliquée de beaucoup dautres, ct il peur se faire qulil y
ait entre elles une compensation plus ou moins parfaite, comine celles dont les appli-
cations de la transformation de Lorextz nous ont d¢d donnd tant dexemples,
B) On peut avoir

La vitesse de propagation est alors beaucoup plus rapide que celle Jde la lumiere; mais
dans certains ¢as ! pourrait dre négatf, ce qui, comme npous avons dit, ne parait
guére admissible. Nous sous en tiendrons done a Phypothése (A).

2° Les quatre invariants (7) doivent dre des fonctions des invariants (5).

3° Quand les deux corps sont en repos absolu, X, ¥,, £, doivert avoir la va-




e
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leur déduite de la loi de NEwToN, et quand ils sont en repos relatif, la valear déduite
des équations (4). _
Dans I’hypothése du repos absolu, les deux premiers invariants (7) doivent se ré-

duire 3
ZX:’ ZXI Xy
ou, par la loi de NewToNn, 4

rt’ 7
d’autre part, dans I'hypothése (4), le 2% et le 3° des invariants (5) deviennent:
—r— > xt  —r— D xk,
fr—ye Vi—>E
c’est-d-dire; pour le repos absolu, 3 |
— 7, —r.

Nous pouvons donc admettre par exemple que les deux premiers invariants (4) se

réduisent 2
wt ——

(=238  _Vi-3E

S FANED ¥ &
mais d’autres combinaisons sont possibles.

Il faut faire un choix entre ces combinaisons, et, d’autre part, pour définir X ,

Y , Z, il nous faut une 3° équation. Pour un pareil choix, nous devons nous efforcer
de nous rapprocher autant que possible de la loi de Newrown. Voyons donc ce qui se
passe quand (faisant toujours t = — r) on néglige les carrés des vitesses &, u, etc.
Les 4 invariants (5) deviennent alors:

0, ——f——}:xﬁ, ""’"’"szn I

et les 4 invariants (7):

2%, 2 X (@+ED, 2XE -5, o

Mais pour pouvoir comparer avec la loi de NEwToN, une autre transformation
est nécessaire; ici x, -+ x, y, -+ ¥, %, -+ % représentent les coordonnées du corps atti-

rant & Uinstant 1 -}t et r = i/ > x*; dans la loi de Nrwron il faut envisager les
coordonnées x, - x,, v, 4 y,, % -7, du corps attirant & instant #,, et la distance

=13
Nous pouvons négliger le carré du temps ¢ nécessairc 4 la propagation et par
conséquent faire comme si le mouvement ¢t uniforme; nous avons alors:

xmx:+gtt7 :y:—*—?’xt’ ::{l+zxt7
r(r—r) =2 xEt;
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ou, puisque ¢t = — 1,
x::x,——-EIr, y=y—"mn" K=Kx“‘zx7'a T:?’l'*ng‘;
de sorte que nos 4 invariants (5) deviennent:
O, _-rx +Zx(£!*—'£), _r17 I
et nos 4 invariants (7):
ZX: b Z‘X! [xx + (E h_ E))?’IL ‘ZXx (EI - g)) 0.
Dans la seconde de ces expressions j’ai écrit 7, au lieu de 7, parce que 7 est multiplié

par £ —E_ et que je néglige le carré de €.
D’autre part, la loi de NEwToN nous donnerait, pour ces 4 invariants (7),

T 2xE=8) 2xC=8)
rt? 7, r ! 73 ? '

Si donc nous appelons A4 et B, le 2* et le 3° des invariants (5), et M, N, P
les 3 premiers invariants (7), nous satisferons 4 la loi de NEwTON, aux termes prés de

Pordre du carré des vitesses, en faisant:
) M=L, wn=1t4 prp=AZE
B+’ B’ B’

Cette solution n’est pas unique. Soit en effet C le 4° invariant (5), C — 1 est
de Pordre du carré de &, et il en est de méme de (4 — B)*.

Nous pourrions donc ajouter aux 2% membres de chacune des équations (8) un
terme formé de C — 1 multiplié par-une fonction arbitraire de 4, B, C et un terme
formé de (4 — B)* multiplié également par une fonction de 4, B, C.

Au premier abord, la solution (8) parait la plus simple, elle ne peut néanmoins étre
adoptée; cn cffet, comme M, N, P sont des fonctions de X, ¥, Z, et de T=2 Xk,
on peut tirer de ces trois équations (8) les valeurs de X,, Y, Z,; mais dans certains
cas ces valeurs deviendraient imaginaires.

Pour éviter cet inconvénient, nous opérerons d’une autre mani¢re. Posons:

qui figure dans la substitution de Lorenra.
Dans ce cas, et & cause de la condition — r = 1, les invariants (5) deviennent:

0, A=—h(r+ Zx8), B=—k(r+2ZxE) C=kh (1— 2EE).
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D’autre part, nous voyons que les systémes suivants de quantités:
X, Yy %y —r =1
kX, kY, kZ, kT
k& kymy R, k,
kE, kmn, kT, k,

subissent les mémes substitutions linéaires quand on leur applique les transformations
du groupe de Lorentz. Nous sommes donc conduits 4 poser:

k
X, =x2 +EB+ETT
k
g Y, =y t b+

(9 < o: ko
Z: ::K'E” +Z@ +Cx”k_I-Y>

k
T,=—r + b+ 57

Il est clair que si «, B, y sont des invariants, X, ¥,, Z,, T, satisferont 4 la
condition fondamentale, cest-d-dire subiront, par leffet de transformations de LorENTZ,
une substitution linéaire convenable.

Mais pour que les équations (9) soient compatibles, il faut que l'on ait:

ZXxE - Tx =0
ce qui, en remplagant X,, Y,, Z,, T, par leurs valeurs (9) et en multipliant par %,
devient:
(10) — Ao —pB—Cy=o.

Ce que nous voulons, c’est que si I'on néglige, devant le carré de la vitesse de la
lumitre, les carrés des vitesses £, etc., ainsi que le produit des acctlérations par les di-
stances, comme nous U'avons fait plus haut, les valeurs de X,, Y, Z, restent confor-
mes 4 la loi de NewTtown.

Nous pourrons prendre:

" _ Aa
p=o0, T=—T¢.

Avec ordre d’approximation adopté, on a:
k, =k, =1, C =1, flmmr,-ka(EI”f,), B=—r,
x::x,+§‘t=xx mE;r.
La 1é¢ équation (9) devient alors:
X, =a(x — 45,)

Mais si on néglige le carré de &, on peut remplacer 4 £ par —r %, ou encore
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par — r&,, ce qui donne:
Xx za(x—}—ﬁxr)::: 1x:'

La loi de NewroN donnerait

. . . I
Nous devons donc choisir, pour linvariant z, celui qui se réduit 4 — o 3 Pordre

d’approximation adopté, c’est-d-dire _BI“? Les ¢quations (9) deviendront:
X k4
L=rp— LB
k, 4
Y=gk BC
(12) < 7 = X — ,.,.ksm AM
=R TR B
r k, A
=B T B

Nous voyons d’abord que Pattraction corrigée se compose de deux composantes;
Pune parallele au vecteur qui joint les positions des deux corps, Mautre parallele 2 la
vitesse du corps attirant.

Rappelons que quand nous parlons de la position ou de la vitesse du corps atti-
rant, il s’agit de sa position ou de sa vitesse au moment o4 Ponde gravifique Je quitte;
pour le corps attiré, au contraire, il s'agit de sa position ou de sa vitesse du moment
ot l'onde gravifique l'atteint, cette onde érant supposte se propager avec la vitesse de
la Jumiere.

Je crois qu'il serait prématuré de vouloir pousser plus loin la discussion de ces
formules; je me bornerai donc & quelques remarques.

1° Les solutions (11) ne sont pas uniques; on peut, en cffet, remplacer ;5 , qui

entre en facteur partout, par

f, et f, éant des fonctions arbitraires de A, B, €, ou encore ne plus prendre ¥ nul,
mais ajouter 4 =, 7 des termes complémentaires quelconques, pourvu qu'ils satisfas-
sent 4 la condition (10) et qu'ils soient du 2* ordre par rapport aux & en ce qui con-
cerne «, et du 1% ordre en ce qui concerne § et v,

2° La 1¥¢ {quation (11) peut s'éerire:
(11™) X, = fﬁ’&ﬁ,h( — 2 EE) 5+ 2x80)]

et la quantité entre crochets peut, elleméme, s'éerire:

(12) (x4 ri)+nlEy—xn)+ ¢ 1—xL)
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de sorte que la force totale peut &tre partagte en trois composantes correspondant aux
trois parentheses de Pexpression (12); la premitre composante a une vague analogie avec
la force mécanique due au champ électrique, les deux autres avec la force mécanique
due au champ magnétique; pour compléter I'analogie je puis, en vertu de la 1%°¢ re-

, I C ‘
marque, remplacer dans les ¢quations (11) %5 Par 5o de fagon que X, Y , Z ne

dépendent plus que linéairement de la vitesse &, { du corps attiré, puisque C a di-
sparu du dénominateur de (11°°).
Posons alors:

(13) kl(x—l_rgx):)‘? kx(y—l—r'n:)::f‘ﬁ kr(("{"f(]):‘l,
kx('nlz,~cxy):)"3 kx(cxx——gxz):y‘g /‘ﬂ’l<£1y—_—xﬂx):vl;
il viendra, C ayant disparu du dénominateur de (11°%):

\ .nvl___zy’l
L= t—F

Oy —£&y

(14) Yxxjg;“—f‘*—gr“,
. N E:fl‘"‘“"’])\’
Z’__BT—}‘ B’ ’

et on aura d’ailleurs:

(15) B = D 3 — D2\~

Alors 2, p, v, ou »;3 , 7?—-3, TB\%’ est une espéce de champ électrique, tandis que

4 t 4

N, pf, v, ou plutdt }B—;, —%3-, ']%T’ est une espéce de champ magnétique.

3° Le postulat de relativité nous obligerait 4 adopter la solution (11) ou la solution
(14) ou P'une quelconque des solutions qui s’en déduiraient 4 Paide de la 1% remar-
que; mais la premitre question qui se pose est celle de savoir si elles sont compatibles
avec les observations astronomiques; la divergence avec la loi de Newron est de Pordre
de &2, Cest-d-dire 10000 fois plus petite que si elle était de Lordre de , c’est-d-dire
si la propagation se faisait avec la vitesse de la lumiere, ceteris non mutatis ; il est donc
permis d’espérer qu'elle ne sera pas trop grande. Mais une discussion approfondie
pourra seule nous I'apprendre.

Paris, juillet r90s.

H. PoINCARE.
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